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Abstract 
Students of Bachelor Degree of Science (B.Sc.) and Bachelor Degree of Education (B.Ed.) of Faculty of 
Science, Srinakharinwirot University, have to learn Calculus, a required course, and the Limit is one topic of this 
subject. From undergraduates’ preliminary interviewing on learning the Limit, some students commented that Limit is a 
difficult topic because it had to use the basic concepts of factoring of polynomials.  Some students did not like the 
Limit because it had to use the calculation skills and remember formulas. In addition, they did not see the use of Limit 
in their everyday life.  From analyzing of students’ mistake on solving problems in Limit of rational function when the 
limits of numerator and denominator equal to zero, the finding revealed that 5-type mistake in the Limit were found in the 
students’ paper exam. 
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บทนํา: 
 แนวคิดของแคลคูลัส (Calculus) ถือกําเนิดมาจาก
ความพยายามในการแกปญหาทางเรขาคณิต (Geometry) 
ซึ่งใชเวลานับพันปในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคง 
และการหาพ้ืนท่ีของบริเวณท่ีลอมรอบดวยเสนโคง จนถึงศต-
วรรษที่ 14 ยังไมมีนักคณิตศาสตรทานใดสามารถแกปญหา
เหลานี้ได และยังมีปญหาเรื่องอ่ืน ๆ เกิดขึ้น เชน ปญหา
เกี่ยวกับการหาความเร็ว ณ ขณะเวลาหนึ่งในการเคล่ือนท่ี
ของวัตถุท่ีอัตราเร็วไมคงท่ี ผูท่ีไดรับการยอมรับวา เกิดแนว-
คิดเรื่องแคลคูลัสกอนใครในศตวรรษที่ 17 ประมาณป ค.ศ. 
1667 คือ เซอรไอแซก นิวตัน (Sir Isaac Newton, ค.ศ. 
1643–1727) เปนนักฟสิกสชาวอังกฤษสนใจเรื่องคณิตศาสตร
ของการเคล่ือนท่ี ซึ่งมีการเปล่ียนแปลงตลอดเวลา กฎเกณฑ
ของการเปล่ียนแปลงนี้เอง ทําใหเปนท่ีมาของแคลคูลัสในเรื่อง
อนุพันธ (Derivatives) และอินทิกรัล (Integral) 
 ในขณะเวลาเดียวกันมีนักคณิตศาสตรชาวเยอรมัน
ชื่อ กอททฟรีด วิลเฮลม ไลบนิทซ (Gottfried Wilhelm Leibnitz, 
ค.ศ. 1646–1716) ไดเกิดแนวคิดในลักษณะเดียวกัน และมี
การแลกเปล่ียนทัศนะกันอยางตอเนื่อง จนสามารถแกปญหา
ทางคณิตศาสตรท่ีกลาวมาขางตนไดอยางมีประสิทธิภาพ โดย
ใชอนุพันธชวยในการหาความชันของเสนสัมผัสเสนโคงและ
ความเร็ว และใชอินทิกรัลชวยในการหาพ้ืนท่ีของบริเวณที่ลอม-
รอบดวยเสนโคงและสมการการเคล่ือนท่ีได (วัฒนา เถาวทิพย, 
2554) 
 การจัดการเรียนการสอนในระดับอุดมศึกษานั้นมุง-
ใหผูเรียนเสริมสรางความรู ความสามารถเฉพาะสาขาวิชา ใน
มหาวิทยาลัยศรีนครินทรวิโรฒ นิสิตชั้นปท่ี 1 ท่ีศึกษาในหลัก-
สูตรวิทยาศาสตรบัณฑิตและหลักสูตรการศึกษาบัณฑิต เชน 
สาขาวิชาคณิตศาสตร เคมี ฟสิกส ชีววิทยา วิทยาศาสตร
ท่ัวไป จําเปนตองเรียนวิชาแคลคูลัส ซึ่งมีชื่อตามหลักสูตรท่ี
มหาวิทยาลัยกําหนด คือ วิชาคณิตศาสตร 1 รหัสวิชา คณ 111 
โดยในคําอธิบายรายวิชานิสิตจะตองศึกษาเกี่ยวกับเรื่องลิมิต
และความตอเนื่องของฟงกชัน อนุพันธ การอินทิเกรตฟงกชัน
หนึ่งตัวแปรและการประยุกต (คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัย
ศรีนครินทรวิโรฒ, 2555; วิชาญ ล่ิวกีรติยุตกุล, 2547) 
 จากคําอธิบายรายวิชาจะพบวาลิมิตเปนหัวขอหนึ่ง
ในแคลคูลัสท่ีนิสิตตองศึกษา ดวยประสบการณสอนวิชาแคล-
คูลัสเปนระยะเวลา 3 ป พบลักษณะความผิดพลาดท่ีเกิดจาก
การแกปญหาเกี่ยวกับลิมิตของนิสิตซึ่งมีความผิดพลาดใน
หลาย ๆ ลักษณะแตกตางกันออกไป เชน การแยกตัวประกอบ
พหุนามผิด หรือเมื่อคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  นิสิต
ไมไดแยกตัวประกอบของพหุนาม แตนิสิตหาคาลิมิตดวยการ
แทนจํานวนจริง a ลงในฟงกชัน f(x) และจากการสอบถาม
นิสิตเบ้ืองตนเกี่ยวกับการเรียนเรื่องลิมิตในวิชาแคลคูลัส ทราบ-
วา นิสิตบางสวนมีความเห็นวา ลิมิตเปนเรื่องท่ียาก เนื่องจาก
ตองใชความรูพ้ืนฐานเกี่ยวกับการแยกตัวประกอบของพหุนาม 
และบางสวนไมชอบเรื่องลิมิต เนื่องจากตองใชทักษะการคํานวณ
และตองจําสูตร รวมท้ังไมเห็นประโยชนในการนําไปใชในชีวิต-
ประจําวัน 
 ขอบเขตของเน้ือหาเร่ืองลิมิตท่ีนิสิตเกิดความผิด-
พลาดจะกลาวถึงเฉพาะเนื้อหาเก่ียวกับการหาลิมิตของฟงกชัน
เศษสวนเมื่อลิมิตของตัวเศษและตัวสวนเทากับศูนย หรือการ
หาคาลิมิตของฟงกชัน q(x)f(x) p(x)  เมื่อลิมิตของ p(x) และ 
q(x) เทากับ 0  ขณะท่ี x  a  เมื่อ a  เปนจํานวนจริง และ 
p(x) และ q(x) เปนฟงกชันพหุนาม โดยท่ัวไปการหาคาลิมิต
ของฟงกชัน q(x)f(x) p(x)  ดังกลาวไมสามารถใชทฤษฎีบทของ
ลิมิตชวยในการหาคาได เน่ืองจากคาลิมิตท่ีไดไมใชจํานวน
จริงหรือคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  วิธีการหน่ึงใน
การหาคาลิมิตดังกลาวอาจใชหลักความรูทางพีชคณิต เชน 
การแยกตัวประกอบของพหุนามในรูป  x2 + bx + c หรือการ
แยกตัวประกอบของพหุนามในรูป x2 – a2 หรือใชวิธีคูณท้ัง
ตัวเศษและตัวสวนดวยจํานวนเดียวกันท่ีไมเปนศูนย (กมล 
เอกไทยเจริญ, 2537; Lee, 2006; Neuhauser, 2000; Smith 
and Minton, 2007) 
บทความนี้ไดวิเคราะหความผิดพลาดในการแกปญหา
โจทยเร่ืองลิมิตของฟงกชันเศษสวนของนิสิตท่ีใชวิธีการแยก 
ตัวประกอบพหุนามในรูป x2 + bx + c และใชการแยกตัว
ประกอบของพหุนามในรูป x2 – a2 ซ่ึงแบงได 5 ลักษณะ ดังน้ี 
 
ลักษณะท่ี 1 
 เปนความผิดพลาดท่ีเกิดจากความเขาใจคลาดเคล่ือน
ในการแกปญหาโจทยเร่ืองลิมิต เมื่อคาลิมิตอยูในรูปแบบไม
กําหนด  00  นิสิตไมไดแยกตัวประกอบของพหุนาม แตนิสิต
หาคาของลิมิตดวยการแทน x ดวยจํานวนจริง a (ภาพท่ี 1) 
และจากบรรทัดท่ี 4 ในภาพที่ 1 นิสิตไมไดตระหนักวาเมื่อ
คาลิมิตใหผลออกมาในรูป 00  นิสิตจะตองใชหลักการทางคณิต-
ศาสตรอยางไรบาง เชน การแยกตัวประกอบ เพ่ือเปล่ียนรูป
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ของฟงกชันไมใหอยูในรูป 00  แตนิสิตตอบวา 00  คือ หาคา
ไมได จากการวิเคราะหมีความเปนไปไดท่ีนิสิตแยกตัวประกอบ
ท้ังตัวเศษและตัวสวนไมเปนหรืออาจจะแยกตัวประกอบเปน
แตขาดความตระหนักถึงคาลิมิต อยูในรูปแบบไมกําหนด  00  
วิธีทําท่ีถูกตองแสดงในภาพที่ 2 
 
 
ภาพท่ี 1 ตัวอยางความผิดพลาดลักษณะท่ี 1 เกิดจากความเขาใจคลาดเคล่ือน 
 
 
ภาพท่ี 2 การแสดงวิธีทําท่ีถูกตองจากความผิดพลาดในลักษณะ
ท่ี 1 และลักษณะท่ี 3 
 
ลักษณะท่ี 2 
 เปนความผิดพลาดท่ีเกิดจากความเขาใจคลาดเคล่ือน
ในการแกปญหาโจทยเร่ืองลิมิต เมื่อคาลิมิตอยูในรูปแบบไม
กําหนด  00  นิสิตไมไดแยกตัวประกอบของพหุนาม แตใช
วิธีการหาลิมิตท่ีอนันต โดยการนําตัวแปรท่ีมีดีกรีสูงสุดมา
หารท้ังตัวเศษและตัวสวนเพ่ือหาคาลิมิตดังภาพท่ี 3 บรรทัด
ท่ี 2 ซ่ึงความจริงแลว นิสิตเขาใจผิดหรือสับสนระหวางวิธีการ
หาลิมิตเมื่อ x เขาใกลจํานวนจริง a กับวิธีการหาลิมิตเมื่อ x 
เขาใกลอนันต จากการวิเคราะหไมสามารถสรุปไดชัดเจนวา 
นิสิตขาดความตระหนักถึงคาลิมิต อยูในรูปแบบไมกําหนด  
 00  หรือไม เน่ืองจากนิสิตใชวิธีการผิดในการแกปญหา 
หากนิสิตแทน x = 5 ในฟงกชันแลว ใหผลออกมาในรูป 00  
แลวนิสิตแยกตัวประกอบ ลักษณะน้ีแสดงวา นิสิตตระหนักถึง
คาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  แตหากแทน x = 5 ใน
ฟงกชันแลวใหผลออกมาในรูป 00  แลวนิสิตไมแยกตัวประกอบ 
และนิสิตตอบวาหาคาไมไดหรือไมนิยาม แสดงวา นิสิตไม
ตระหนักถึงคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  วิธีทําท่ี
ถูกตองแสดงในภาพที่ 4 
 
 
ภาพท่ี 3 ตัวอยางความผิดพลาดลักษณะท่ี 2 ซ่ึงเกิดจาก
ความเขาใจคลาดเคล่ือน 
J. Res. Unit Sci. Technol. Environ. Learning Vol. 4 No. 1 (2013) 
 83 
 ภาพท่ี 4 การแสดงวิธีทําท่ีถูกตองจากความผิดพลาดตามลักษณะ
ท่ี 2 ลักษณะท่ี 4 และลักษณะท่ี 5 
 
ภาพท่ี 5 ตัวอยางความผิดพลาดลักษณะท่ี 3 เกิดจากขาดความรู
พ้ืนฐานเรื่องการแยกตัวประกอบของพหุนาม 
 
ลักษณะท่ี 3  
 เปนความผิดพลาดท่ีเกิดจากการขาดความรูพ้ืนฐาน
เร่ืองการแยกตัวประกอบของพหุนามในการแกปญหาโจทย
เร่ืองลิมิต เมื่อคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  นิสิตได
แยกตัวประกอบของพหุนามทั้งตัวเศษและตัวสวน แตแยก 
ตัวประกอบของพหุนามผิด (ภาพท่ี 5) จากบรรทัดท่ี 2 ใน
ภาพท่ี 3 พบวานิสิตแยกตัวประกอบของ x2 + 2x – 3 ได
เปน (x + 2)(x – 1) ซ่ึงเปนการแยกตัวประกอบผิด การ
แยกตัวประกอบของ x2 + 2x – 3 นิสิตตองใชความรูเร่ือง
การแยกตัวประกอบของพหุนามในรูป x2 + bx + c ซ่ึงมี
หลักการ คือ ตองหาจํานวนสองจํานวนท่ีมีผลคูณเทากับ c 
และมีผลบวกเทากับ b สมมติวาสองจํานวนดังกลาวคือจํานวน 
d และจํานวน e ซ่ึง c = de และ b = d + e จะได x2 + bx + 
c =  (x + d)(x + e) และทําใหแยกตัวประกอบของ x2 + 2x – 3 
ไดเปน (x + 3)(x – 1) นอกจากน้ีนิสิตยังแยกตัวประกอบ
ของ x2 – 1 เปน x(x – 1) ซ่ึงเปนการแยกตัวประกอบผิด 
การแยกตัวประกอบของ x2 – 1 นิสิตตองใชความรูเร่ืองการ
แยกตัวประกอบของพหุนาม โดยการทําเปนผลตางกําลังสอง 
ซ่ึงมีหลักการคือ หากพหุนามอยูในรูป x2 – a2 แยกตัว-
ประกอบไดเปน (x – a) (x + a) ทําใหแยกตัวประกอบของ 
x2 – 1 เปน (x – 1) (x + 1) เน่ืองจาก x2 – 1 = x2 – 12 
จากการวิเคราะหพบวา นิสิตขาดความรูเก่ียวกับเร่ืองการแยก 
ตัวประกอบของพหุนาม แตนิสิตยังตระหนักถึงคาลิมิตอยูใน
รูปแบบไมกําหนด  00  เห็นไดจากการแยกตัวประกอบของ
พหุนามท้ังตัวเศษและตัวสวน วิธีทําท่ีถูกตองแสดงในภาพที่ 2 
 
ลักษณะท่ี 4 
 เปนความผิดพลาดท่ีเกิดจากความไมรอบคอบในการ
แกปญหาโจทยเร่ืองลิมิต เมื่อคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  นิสิตแยกตัวประกอบของพหุนามไดถูกตอง (ภาพท่ี 6) 
แสดงวา นิสิตมีความตระหนักถึงคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  แตวิธีการเขียนไมถูกตอง ขาดความรอบคอบ ไมระมัด-
ระวัง และไมมีการตรวจทานความถูกตอง เชน บรรทัดท่ี 2 
ในภาพท่ี 6(ก) นิสิตไมไดเขียน lim
5x
 ขางหนาของฟงกชันท่ี
ตองการหาคา บรรทัดท่ี 3 ในภาพท่ี 6(ข) นิสิตไมไดเขียน
ตัวสวนในท่ีน้ี คือ (x + 3) วิธีทําท่ีถูกตองแสดงในภาพที่ 4 
 
ลักษณะท่ี 5 
 เปนความผิดพลาดท่ีเกิดจากความไมรอบคอบในการ
แกปญหาโจทยเร่ืองลิมิต เมื่อคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  นิสิตแยกตัวประกอบของพหุนามไดถูกตองและเขียนแสดง
วิธีทําถูกตอง แสดงวา นิสิตมีการตระหนักถึงคาลิมิตอยูใน
รูปแบบไมกําหนด  00  เพียงแตมีการคํานวณท่ีผิดพลาด เชน 
บรรทัดท่ี 4 ในภาพที่ 7(ก) นิสิตใชเคร่ืองหมายบวกเปนเคร่ือง-
หมายคูณ บรรทัดท่ี 5 ในภาพท่ี 7(ข) นิสิตบวกเลขผิด จาก
ภาพท่ี 7(ก) และภาพท่ี 7(ข) แสดงวา นิสิตมีความเขาใจในการ
หาคาลิมิต เพียงแตขาดความรอบคอบ ไมระมัดระวัง และไม
มีการตรวจทานความถูกตอง วิธีทําท่ีถูกตองแสดงในภาพที่ 4 
 
บทสรุป 
 จากความผิดพลาดท้ัง 5 ลักษณะขางตนจะพบวา
ลักษณะท่ี 1 และลักษณะท่ี 2 เปนความผิดพลาดท่ีเกิดจาก
ความเขาใจคลาดเคล่ือน ลักษณะท่ี 3 เปนความผิดพลาดท่ี
เกิดจากการขาดความรูพ้ืนฐานเร่ืองการแยกตัวประกอบของ
วารสารหนวยวิจัยวิทยาศาสตร เทคโนโลยี และส่ิงแวดลอมเพ่ือการเรียนรู ปท่ี 4 ฉบับท่ี 1 (2556) 
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พหุนาม สวนลักษณะท่ี 4 และลักษณะท่ี 5 เปนความผิดพลาด
ท่ีเกิดจากความไมรอบคอบ เมื่อวิเคระหความผิดพลาดในแตละ 
ลักษณะ พบวา ลักษณะท่ี 1 สะทอนใหเห็นถึงการขาดความรู
ความเขาใจในการหาคาของลิมิต และขาดความตระหนักถึง
คาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  สวนลักษณะท่ี 2 สะทอน
ใหเห็นถึงการขาดการวิเคราะหและไตรตรองปญหา หรือไม
พิจารณาตัวคําถามใหรอบคอบทําใหนํามาซ่ึงใชวิธีการผิดใน
การแกปญหา ลักษณะท่ี 3 สะทอนใหเห็นถึงการขาดความรู
พ้ืนฐานเกี่ยวกับเร่ืองการแยกตัวประกอบของพหุนามแตยัง
มีความตระหนักถึงคาลิมิตอยูในรูปแบบไมกําหนด  00  สวน
ลักษณะท่ี 4 และลักษณะท่ี 5 สะทอนใหเห็นถึงการมีความรู
ความเขาใจในการหาคาของลิมิต เพียงแตขาดความรอบคอบ 
ไมระมัดระวังในการเขียนแสดงวิธีทํา รวมท้ังไมมีการตรวจทาน
ความถูกตอง ดังน้ัน การท่ีจะพัฒนาการเรียนการสอนใหนิสิต
มีผลสัมฤทธิ์ทางการดีข้ึน ควรแกปญหาโดยใชการสอนเพ่ิม-
เติมเพ่ือปรับความรูพ้ืนฐานในการแกปญหาโจทยเร่ืองลิมิต 
เชน สอนเร่ืองการแยกตัวประกอบพหุนาม การบวกลบพหุนาม 
และหาส่ือการเรียนการสอนท่ีเปนรูปธรรมเก่ียวกับเร่ืองลิมิต
เพ่ือใหนิสิตเขาใจแนวคิดเร่ืองลิมิตไดงายขึ้น รวมถึงเนนให
นิสิตตระหนักถึงความรอบคอบ ความระมัดระวัง และการ
ตรวจทานความทุกตองทุกคร้ังในการเขียนแสดงวิธีทํา 
 
 
 
(ก) 
 
(ข) 
ภาพท่ี 6  ตัวอยางความผิดพลาดลักษณะท่ี 4 เกิดจากความไม
รอบคอบ 
 
(ก) 
 
(ข) 
ภาพท่ี 7  ตัวอยางความผิดพลาดลักษณะท่ี 5 เกิดจากความไม
รอบคอบ 
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